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ANNOTATSIYA
Mazkur macolada tekislikdagi ikkita figura orasidagi masofani topish masalasi
qo yilgan. Bunda dastlab, ikki o’zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari,
ekstremumlari hamda eng katta va eng kichik giymatlar hagida tushunchalar
keltirilgan. Maqolada metrika tushunchasi, metrik fazo va unga doir misollar ham
batafsil yoritilgan. Maqola so’ngida, metrik fazodagi ikkita to ‘plam orasidagi
masofani ikki o ‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari yordamida topish

masalasi ko rilgan.
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FIND THE DISTANCE BETWEEN TWO FIGURES IN A PLANE USING
THE EXTREMUM OF A FUNCTION OF TWO VARIABLES
Bozarov Dilmurod Uralovich
Assistant of Karshi Institute of Engineering and Economics
E-mail: d.bozorov@inbox.ru
ANNOTATION
This article deals with the problem of finding the distance between two figures
on a plane. At first, concepts of special derivatives, extrema, and the largest and
smallest values of two-variable functions are presented. The concept of metric, metric
space and related examples are covered in detail in the article. At the end of the
article, the problem of finding the distance between two sets in a metric space using
special derivatives of a two-variable function was considered.
Key words: private increment, extremum points, metric, metric space, constraint,
set and distance.

1. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning birinchi va ikkinchi tartibli xususiy
hosilalari

Ikkita o‘zgaruvchili z = f(x,y) funksiya berilgan bo‘lsin. X o‘zgaruchiga Ax
orttirma bersak, u holda z funksiya (x;,,,;) nugtada x ga nisbatan xususiy orttirma
deb ataluvchi A,z = f(x,+ 4x,v,) — f(a,),) orttirmaga ega bo‘ladi. Agar

flacg +0x.5)—f (xq.¥0)
Ax

. A .. . ..
llmﬂx_,uf= limy, o limit mavjud bo‘lsa, u holda bu limit z

I

funksiyadan (x,,V,) nugtada x bo‘yicha olingan xususiy hosila deyiladi va z—i, z,
yoki f,/ (x5,¥,) larning biri kabi belgilanadi. Demak, ta’rif bo‘yicha

, . Ay _ fxe + Ax, yp) — f (6, Vo)
zZ, = lim = lim
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
bo‘lar ekan.

Xuddi shunga o‘xshahs, z funksiyadan (x,¥,) nuqtada ¥ bo‘yicha olingan z;,

xususiy hosila
, o Az f(xg, Yo +AY) — flx, Vo)
z, = lim = lim
Y ay—0 Ay aAy—o Ay
kabi topiladi, bu yerda A,z = f(xp, ¥o +Ay) — f(xq, o) ifoda z = f(x,¥)

funksiyaning (x,,V,) nugtada ¥ ning Ay orttirmasiga mos erishgan xususiy orttirmasi.
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Xususiy hosilalar dastlabki x, y argumentlarning funksiyalari bo‘lgani uchun bu
xususiy hosilalardan yana xususiy hosilalar olinishi mumkin. Ikkinchi marta olingan
xususiy hosilalar berilgan funksiyaning 2-tartibli xususiy hosilalari deyiladi. Bunda
turli o‘zgaruvchilarga nisbatan ketma-ket olingan hosilalar 2-tartibli aralash xususiy
hosila deyiladi.

Shunday qilib,

z, = f, (,¥), z, = £/ (x,y) hosilalar 1-tartibli xususiy hosilalar bolib,
ular x va ¥ o‘zgaruvchilarga bo‘g‘liq funksiyalardir.

Zy = fex(0,Y) ) Zoy = fiy (0, 1) 24 = [ (0,Y) 25, = frn (X, 1)
hosilalar 2-tartibli xususiy hosilalar bo‘lib, bu yerda z,, = f)(x,¥) va

.".r

Zye = fue (X, ) hosilalar aralash xususiy hosilalardir.

1.1. IKKi o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremum nugqtalari. z = f(x,y)
funksiya berilgan bo‘lib, (xy,¥,) nugta f(x,¥) funksiya aniglanish sohasining
qandaydir ichki nuqtasi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar (x5, V) nugtaning shunday

U.(x0,0) = {(,¥): (x—x0)* + (v — »)? < €}

ochiq atrofi topilib, bu atrofning (xg,¥,) dan fargli ixtiyoriy (x,y) nugtalari
uchun f(x,y) < f(x,,¥,) tengsizlik bajarilaversa, u holda (x4,¥,) nuqta z = f(x,y)
funksiyaning (lokal) maksimum nugtasi deyiladi.

2-ta’rif. Agar (x,,V,) nugtaning shunday

U.(x0,0) = {(x,¥): (x —x0)* + (v — »p)? < €}

ochiq atrofi topilib, bu atrofning (x,,¥,) dan fargli ixtiyoriy (x,v) nugtalari
uchun f(x,y) = f(x,,¥,) tengsizlik bajarilaversa, u holda (xg,¥,) nuqta z = f(x,y)
funksiyaning (lokal) minimum nugqtasi deyiladi.

Funksiyaning maksimum va minimum nuqgtalari uning ekstremum nugqtalari
deyiladi.

1.2. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremum nugqtasi bo‘lishning zaruriy
sharti. Agar (x4,¥) nugta z = f(x,y) funksiyaning ekstremumi nuqtasi bo‘lsa, u
holda

! L A = D.F -
{’?;iﬂ J;)) -0 (zaruriy shart)
v Qe o —
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bo‘ladi.
Teskarisi o‘rinli emas, ya'ni f/(xp,¥) =0 va f;/(x5,55) = 0 tengliklardan
(x4,¥0) nugtaning ekstremum nugta ekanligi kelib chigmaydi.
3-ta’rif. Agar (x,,Vp) nuqta:
1) berilgan z = f(x,y) funksiya aniglanish sohasining ichki
nugtasi;
2) 1-tartibli xususiy hosilalarning noli, ya’ni {i IEXXZ’E ; ]] z D{]’
bo‘lsa, u holda (x,,¥,) nugta z = f(x,y) funksiyaning statsionar nuqtasi
deyiladi.
A-ta’rif. Agar z = f(x, y) funksiya uchun £/ (x5,35) = 0, £/ (x5,35) = 0 bo‘lsa,
yoki bu xususiy hosilalarning hech bo‘lmaganda bittasi mavjud bo‘lmasa, u holda
(x0,¥o) nugta z = f(x,y) funksiyaning kritik nuqtasi deyiladi.

1.3. Ikki o‘zgaruvchili funksiya ekstremum nuqtasi bo‘lishning yetarli
sharti. z = f(x,y) funksiya va uning biror M(x,,V,) statsionar nuqtasi berilgan
bo‘Isin, u holda f; (x4,¥5) = 0 va f; (x5,¥5) = 0 tengliklar bajariladi.

A= f (M), B =[f(M),C=f;(M),A=AC- B belgilashlarni kiritaylik.

Yetarli shart. Agar:

A=0 va A<0 bo‘lsa, u holda M nuqgta z = f(x,y)
funksiyaning maksimum nugqtasi bo‘ladi;

A=0 va A>0 bo‘lsa, u holda M nuqgta z = f(x,y)
funksiyaning minimum nuqtasi bo‘ladi.

Agarda A <0 bo‘lsa, unda z=f(x,y) funksiya M(x,,V,) nugtada
ekstremumga ega emas deyiladi.

1.4. Ikki o‘zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng Kkichik qiymatlari.
z = f(x,y) funksiyaning qandaydir to‘plamdagi eng katta va eng Kichik giymatlarini
topish uchun quyidagi amallarni bajarish kerak:
a) to‘plamning barcha ichki kritik nuqtalarini topiladi;
b) funksiya aniglanish sohasining chegarasida yotuvchi va ikkala
xususiy hosilalarni ham nolga aylantiruvchi barcha nugtalar olinadi;
c) hosil gilingan bu nuqtalar to‘plamidan funksiya eng katta va eng
kichik giymatlarga erishadigan nuqtalar ajratiladi.
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2. Metrika tushunchasi

5-ta’rif. X bo‘sh bo‘lmagan to‘plam bo‘lsin. Ushbu

(M1) Nomanfiylik:

Vx,y € X:p(x,y) = 0;

(M2) Ayniylik aksiomasi:

Ve,yEX:p(x,y) =0=x=1y;

(M3) Simmetriya aksiomasi:

Vx,y € X:p(x,y) = p(¥,%x);

(M4) Uchburchak aksiomasi:

Vx,y,z € X:p(x,y) + p(y,2) = p(x,2);

shartlarni ganoatlantiruvchi p: X X X — R funksiya X dagi metrika deyiladi.
(X, p) juftlik metrik fazo deyiladi. Qisqalik uchun ko‘pincha metrik fazoni bitta X
harfi orgali belgilashadi. Metrik fazoning elementlari uning nuqtalari deb yuritiladi.

1-misol. R = (—o0,+00) haqiqiy sonlar to‘plami va

plx,y) =y —x|

tenglik bilan aniglangan p: R X R — R funksiyani garaylik.

p(x,y) funksiya R da metrika bo‘ladi. (R, p) metrik fazo R orgali belgilanadi.

Agar (X,p) metrik fazo va ¥ € X bo‘lsa, u holda (Y, plywy) juftlik ham X
metrik fazoning gismfazosi deb ataluvchi metrik fazo bo‘ladi. Bu yerda p|y.y orqali
p funksiyaning ¥ XY € X X X gismto‘plamga cheklanishi belgilangan.

2-misol. N X N ko‘paytmada aniglangan

d(m,n) = |m—n|

funksiya 1-misolda aniglangan p: R X R — R funksiyaning cheklaninishi, ya'ni

d = pluxw

funksiya N = {1, 2,...,n,...} © R to‘plamda metrika bo‘ladi.

(X,p) metrik fazoning A gismto‘plamini qaraylik. Agar ushbu aniq yuqori
chegara

sup{p(x,v):x,y € 4}

chekli bo‘lsa, u holda bu chegara A to‘plamning diametri deyiladi va diamA

kabi belgilanadi:
diam A = sup{p(x,y):x,y € A}
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Quyidagi misolda tekislikdagi Evklid metrikasining uchburchak aksiomasini
ganoatlantirishi Koshi-Bunyakovskiy tengsizligini qo‘llamasdan isbotlandi.

3-misol. Hagiqiy sonlar to‘plamining R* Dekart ko‘paytmasi va

p(x,3) = O — %)% + (3, — x,)?

tenglik bilan aniglangan p:R* X R* — R funksiyani qaraylik, bu yerda
x = (x4,%,),7 = (vy,¥,) € R%.Ravshanki,

(M1)Vx,yeX: plx,y)=0;

(M2)Vx,yeX: pxy)=0=x=y;

(M3)Vx,yEX: p(xy)=py.x)

bo‘ladi, ya'ni nomanfiylik, ayniylik, simmetriklik shartlari bajariladi.

Uchburchak aksiomasini, ya ni

(M4) Vx, v,z € X:p(x,y) + p(v,2) = p(x, 2);

tengsizlikni o‘rnatish qoldi. Ushbuga egamiz

p(x,z) = \/(31 —x1 )+ (2, —x,)% = \/|31 — X1 P+ |z, — x5 P =

= \'/|31 —y v x5 P sy xR s

=J(zi— |+ — D2+ (2 — v+ — )2 <

= \'{(31 -+ (z— )+ \/Q’l —x1 2+ (0 — %)%=
=p(x,y) +p(,2).
Barcha @ € R uchun of‘rinli bo‘lgan |a|* = a* tenglikdan tenglik kelib
chigadi.
tenglik bajarilishi ko‘rinib turibdi.
tengsizlik absolyut giymatning
la+b| < |a] + |b]
xossasidan kelib chigadi, a, b € R.
tengsizlikni isbotlash uchun uning ikkala tarafini kvadratga oshiramiz
(Z1—y1)" +2|zs =yl — %1 |+ O —%)° + (2, — ) +
2|z, = W ||y — %2 + (0 — %)% =
=(zy— 1)+ (z;— )+
+2/((Z = 710 + (2, = 7)) )(0r — %)%+ (7, — %)D) +
(O — %)+ (0, — x2)7
Ixchamlashtirgach
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lzy —yillyn — x|+ |z — ally, —x2| =

= J((zl_}’ﬂg + (22 — 12200 — 2,7 + (02 — x3)%)

Hosil bo‘lgan tengsizlikning ikkala tarafini kvadratga oshirib, navbati bilan
quyidagi tengkuchli tengsizliklarga ega bo‘lamiz:

(z: —¥1)70n — %) + 2|z — yillys — x|z — yully, — x5 +

+(zZ — ) 0n — %)’ =

(21— )00 — )P+ (21— 7)) — ) +H (22— )70 — %) +

+(2; = 1207 (2 — x3)7,

2|zy — vy llyy — x4z — v lly, — x| <
< (23 =170 — %07 + (2, — )7 (0 —x1)7,

(zy — i lly: — x5 Dz —2(lzy —wllys — DAy — x|z — v ) +
+(lyy —x1llza — 3?2 0,

(z:— ylly: =% = Iy — x|z, — 3, D* = 0.

Oxirgi tengsizlik barcha x = (x4,%5),y = (¥1,), 2 = (21,2,) € R? nugtalar
uchun o‘rinli ekanligidan |4 |tengsizlikning to‘g‘ri ekanligi kelib chigadi. Shu bilan
(M4) aksioma (uchburchak aksiomasi) isbotlandi.

Shunday qilib, R* X R? da aniglangan

p(x,y) = \/(ﬁ}’l — )2+ (Y —x3)%, X = (x,%,),y = (V1,)2) € R,
funksiya R* da metrika bo‘ladi. R* = (R?; p) belgilash kiritamiz.

3. Metrik fazodagi ikkita to‘plam orasidagi masofani topishda ikkKi
o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarining tatbiqi

Metrik fazodagi ikkita M va N to‘plamlar orasidagi masofa deb, ushbu nomanfiy
songa aytiladi

p(M,N) =inflp(x,v):x €M,y € N}.

Quyidagi misol to‘plamlar orasidagi masofa tushunchasining ahamiyatini
oshirishga xizmat qiladi. Bu misolda umumiy o‘rta ta’lim va oliy ta’lim
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muassassalari matematika kurslarida uchraydigan amaliy masalalardan biri — ikkita
egri chiziqg orasidagi masofani topish metodikasi keltiriladi.

4-misol. R* dagi x, =xi giperbolaning ikkita shoxlari orasidagi masofani

toping.
Yechish. Ushbu to‘plamlar
M={(x,ﬂ—t):x}{]}, N={(x,i):x=::{]}clﬂz

giperbolaning shoxlari bo‘ladi.
X = (f’fpf] EM,y= (yl,vi) € N — ixtiyoriy nuqtalar bo‘lsin. Ushbuga egamiz

p(x,y) = J(Jfl —x;) %+ (f—f)z -

Ikkita x; va ¥; o‘zgaruvchining p(x,v) = p(x4,y;) funksiyasining eng kichik
giymatini topish talab etiladi. Xususiy hosilalarni topamiz:

i1 ) —2(yy—xydaydyy iy —ay)

2
o 2n—m)eaGo) o Gy
- - - T T
Axy [ o (1 1)2 [ - (1 1)2 3. | o f1 1
" —_ —_— " —_— —_———— — + — e
SR i e 2Oy #1200 =) {}'1 xlj
2§11 —2(y1—xydaays 3420y -x4)
dg —E{yi—x1]+y12(y1—xi) . ¥1%xq _ (g —24 Moy 34 2 41)
dxy [ 1 132 f 1 142 ( 1 142
2. - 3+(———) 2- - 3+(———) a8 Gy -y 24| ——
JOnme JOrmE wa® (e PG

Ushbu tenglamalar sistemasini yechamiz

x; —¥; # 0 ekanligidan
x iy +1=0,
{xlylg +1=0.
Birinchi tenglamadan ikkinchisini ayirib, hosil bo‘lgan tenglamani ); ga
nisbatan yechamiz:
X%y —x,3,° =0,
X191 (%% —31%) =0,
X1y (g — ) + 1) =0,
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Y1 = —X4.

Bunda x; # 0,y; # 0,x;, —y; # 0 ekanligi e’tiborga olindi. x,°y, +1 =0
tenglamada y; ning o‘rniga —x; qo‘yib, X; Nni va unga mos ¥; ni topamiz:

x; =—1, v =1;
x =1, yi=-—1.

Birog (xl;xi] € M ekanligidan x; = 0 bo‘ladi. Shuning uchun x; = 1. Bundan

¥; = —1. Shunday qilib, stasionar nugta: (1,—1).
Ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

1 132
8%p (g Sy —dxy 2"'3-"51}"1:](':}"1 —xy )% +(;_HJ ]—2 (21— )% (2 9y +1)°
dx,% 1 132y 1 132 '
t xiﬁ"i(@i‘”‘r’iﬁ"‘{ﬁ‘ﬁ) J.,\,I':.h_xi]z"‘(ﬁ_x_i)
%p
dx48yy
oo 4 4 X z . ' r'd
(2 Tyvs =200 5y BBy —e g Sys —xg Faa By z"'}"_:'[':}"__x'_-."z"":;—v__‘} 1}_},‘;1'#'__}':} (wBye#1) (2 tys +2a—s %% - )
' L L .2 !
xiy?{ Oemw0t+ (2-2) ) | oume02+(22)
101
82 p {xi.]f'id_‘l‘lﬁz"'axﬂ’l]{{.?l _xljz*‘{ﬂ_zjz )_2 (1 —31)° (2131 3+1)%
v,z 101 ' 1 112
ot xiyis{':.}ri_x1]2+(y_1_zjz)ﬂl{.,vi_x1:]z+{E_H)

Ushbularni topamiz:

%p 8%p )
=— =442 B = = ——

g2 |2 =1 ' A, 8y, %171 2’
yy=-1 yy=-1

8%p 1 1

C==L| _ =3v2, A=AC-B*=24—-=23-.

gy e =1 2 2

yi=-1

A >0, A>0 bo‘lgani uchun (1,—1) — minimum nuqtasi bo‘ladi. Shunday
qilib,
p(M,N) =inf(, =), p ((xl,fl), (yl,i)) =p((1L,1),(-1,-1)) = 2v2.
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