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АННОТАЦИЯ 

В этом статье приводится постановка нелокальных задач для уравнения 

третьего порядка смешанного-составного типа. При определенных условиях 

на коэффициенты и правую часть уравнения доказывается этих задач. 

Ключевые слова: уравнения опорные понятия, уравнения смешанная 

нелокальная задача, сингулярная интегральная уравнения.  

 

 

В работе [1] А.В.Бицадзе, А.А.Самарского была поставлена и исследована 

новая нелокальная задача для эллиптических уравнений, которая в настоящее 

время называется задачей Бицадзе- Самарского. В дальнейшем такие 

нелокальные задачи для различных классов уравнений нашли приложения в 

линейных обратных или в задачах управления и в целом ряде других задач из 

механики и физики [2-4]. В этом статье  предлагается постановка нелокальной 

задачи для смешанного уравнения и доказывается, что при определенных 

условиях на коэффициенты уравнения поставленные задачи разрешимы в 

пространстве Соболева 2

1 ( )W D Постановка задачи . Рассмотрим уравнение 

 

( , )yy xx yLu yU U lU f x y        (1) 

    (1)

 

 

Это уравнение параболического типа при 0y   и гиперболического типа 

при 0y  . Характеристики уравнения (1) ветви семейства парабол 

2 , 2x y const x y const       имеют огибающую ось 0y   

параболического вырождения уравнения (1). 
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Таким образом, линия параболического вырождения уравнения (1) 

является одновременно его характеристикой. Обозначим через D  конечную 

область, ограниченную прямоугольником 1 1ABB A , с вершинами 

1 1(0,0), (1,0), (1,1), (0,1)A B B A  лежащей в полуплоскости и характеристиками 

: 2 0AC x y    и : 2 1BC x y    уравнения (1). Часть области D  

удовлетворяющее условиям  

(0, ) (1, ) 0u y u y                                                     (2) 

( ,1) ( ) ( , )u x x u x y AC BC                                  (3) 

1 2( , )n n n   единичный вектор внутренней нормали к D . Всюду ниже 

предполагается, что 
2( , ) ( ), 1,2if x y C D i    

2

2

1
exp 1 , 0 ,

2 4 2
( )

(1 ) 1
exp 1 , 1,

2 4 2

x
при x

x
x

при x






   
      

   
 

  
     

  

 

где 0  . 

Обозначим через LC  класс функций из 
2( )C D , удовлетворяющие краевым 

условиям (2),(3). Через 
'

2( )W D  будем обозначить пространства Соболева, 

полученные замыканием класса функций LC  по норме 

2 2 2 2

1
( )x y

D

u u u u dD   ,  

по пространствам функцией 
'

2( )W D  и 2( )L D  построим негативное 

пространства 
1

2 ( )W D
. 

'
2

0

1

1

( , )
sup
u W

f u
f

u


 
   

 
 

Задача . Найти решения уравнения 

 

( , )yy xx yLu yU U lU f x y         

в области D, удовлетворяющее условиям (2)-(3). Уравнение принадлежит 

эллиптическому типу при у>0 и гиперболическому типу при у<0. 

Лемма . Пусть существует константа  >о такая, что выполнены 

неравенства 2 ( , ) 1 0l x y y     в области D. Тогда справедлива следующая 

оценка: 
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1
2

2

0 20 2
(4 , )y

W
f U u l m U    (4) 

Доказательство.Рассмотрим интеграл 
2

02( , ) ( )y

y LLu e U где U C D  Интегрируя 

это выражение по частям имеем

 

2 2

0

1 1

2 2 2 2

2 2

0 0

2( , ) (2 1)

( ) 2 ( ,1) ( ,1)

y y

y x y

D

y

x y x y x y

Г

Lu e U e U x y U dD

e U yU n U U n ds e U x dx e U x dx

 

  

       

      



  

 

Используя условия (8) и условия теоремы, получим неравенство (4). 

Отсюда следует единственность регулярного решения задачи .  

Теорема . Пусть выполнены условия леммы . Тогда для любой функции 

U(x,v) L(D) существует обобщенное решение задачи  из пространства 1

2 ( )W D  

Доказательство. Выбираем последовательность собственных функций 

 
20

4
22( , ) ( ) ( )nV x y W D W D   задачи 

                                   

2 2( , ) ( , )

( , )
( , ) 0, 0

n n n

n
n D

V x y V x y

V x y
V x y D

N





 


  



 

Известно, что система собственных функций  nV полна в
20

4
22 ( ) ( )W D W D  

Определим последовательность функций следующим образом 

 

   ( , ) ( , )y

ny nl x y V x y        (5) 

   ( ,1) ( ) ( , ) 1,2,3,...n Гx x x y n       (6)   

  

Легко видеть, что существует единственное решение n LC  этой задачи, 

которое дается формулой 

 

1
( , ) ( , ) ( , )

1

y y

n n n

Г Г

x y l V x d l V x t dt   


  
  Пусть ( , )n x y решение задачи 

(5)-(6). Тогда получаем 

2*

0 2 0
( ) ( , )n n n n nLV L V m     

Откуда 

11
22

*

0n n nWW
LV C V  

где m0 ,m0,C,C1- постоянное. L* - формально сопряженный оператор к L. 
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Решение задачи 6 будем искать в виде 

1

( , ) ( , ),
N

N

n n

n

U x y C x y


  

где постоянные Сn определяются из систем линейных алгебраических 

уравнений 

0 0( , ) ( , )N y y

ny nyLu e f e  
       (7)

 

Система (7) разрешима при любых 2 ( )f L D  ибо для нее имеет место 

теорема единственное. Действительно, если бы ( , )NU x y было решением 

однородной системы уравнений (1), то умножая каждое уравнение на свое Сn и 

складывая по n от n=1 до n=N мы пришли бы к соотношению 

0( , ) 0y N

N yLu e U   

из которого в силу (21) следовало бы. что ( , ) 0NU x y  т.е. все , 1,nC n N  

равны нулю. 

Итак, система (21) однозначно определяет ( , )NU x y Умножим каждое из (21) 

на Сn и сложим по n от n=1 до n=N. Это дает равенство 

 

0 0( , ) ( , )N y N y N

y yLu e U f e U   

из которого и силу (18) следует неравенство 

1 1
2 2

2

0

N N

W W
C U f U  

откуда 

1
2

0

N

W
C U f  

 

Таким образом множество функций   1,2,3,...NU N


 ограничено в W2
1 

Известно, что множество слабо компактно в W2
1 (D) т.е. из него можно 

выделить подпоследовательность слабосводящуюся и в W2
1 (D) к некоторой   

функции   1

2 ( )U W D  

Тем самым теорема доказана. 
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